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Lezione 8: Successioni
Esercizi svolti
1. Provare che: lim
n→∞n tan
1
n
= 1
2. Provare che: lim
n→∞n
2
(
1− cos 1
n
)
=
1
2
3. Provare, applicando la definizione di limite che:
lim
n→∞
√
1 + 9n2
n
= 3
4. Provare che la successione:
xn =
2n
n!
e` decrescente.
5. Provare che: lim
n→∞
2n2 + n+ 1
n2 + n+ 1
= 2
6. Provare che: lim
n→∞
n∑
i=1
n
n2 + i
= 1
7. Provare che: lim
n→∞
2n
n!
= 0
8. Provare che: lim
n→∞
1
n3
n∑
k=1
k2 =
1
3
9. Provare che: lim
n→∞
(√
n2 +
1
n
− n
)
= 0
10. Provare che la successione an = (x2 − 2x− 1)n converge per x ∈
[−1−√3 ; 0[ ∪ ]2 ; 1 +√3]
11. Provare che lim
n→∞
3n − 2n
3n + 2n
= 1
12. Provare, usando il teorema del confronto, che lim
n→∞
n
√
n log2 n = 1
13. Provare che lim
n→∞
(
n
√
2− 1
)n
= 0
1
Soluzione
1. Vanno ricordati due fatti:
tan
1
n
=
sin
1
n
cos
1
n
, lim
n→∞n sin
1
n
= 1
Dopo di che si procede come segue
lim
n→∞n tan
1
n
= lim
n→∞
n sin
1
n
cos
1
n
=
1
cos 0
= 1
2. L’esercizio puo` esser risolto in due modi. Nel primo si moltiplicano numeratore e denominatore per
1 + cos 1n :
n2
(
1− cos 1
n
)
=
n2
(
1− cos2 1
n
)
1 + cos
1
n
=
n2 sin2
1
n
1 + cos
1
n
=
12
1 + 1
=
1
2
Altrimenti si sfrutta la formula di prostaferesi:
cos p− cos q = −2 sin p+ q
2
sin
p− q
2
nel nostro caso specifico abbiamo p = 0 e q = 1/n per cui
1− cos 1
n
= cos 0− cos 1
n
= 2 sin2
1
2n
e quindi
n2
(
1− cos 1
n
)
= n2 2 sin2
1
2n
=
1
2
(
2n sin
1
2n
)2
ma
lim
n→∞ 2n sin
1
2n
= 1
e allora si ha anche la nostra affermazione.
3. Fissato ε > 0 consideriamo la disequazione in n ∈ N :∣∣∣∣∣
√
1 + 9n2
n
− 3
∣∣∣∣∣ < ε (e1)
Si vede che (e1) e` equivalente a ∣∣∣√1 + 9n2 − 3n∣∣∣ < εn
che, a sua volta e` equivalente a √
1 + 9n2 < (3 + ε) n (e2)
Elevando al quadrato i due lati di (e2) si trova
1 +
[
9− (3 + ε)2
]
n2 < 0 (e3)
Sviluppando i calcoli in (e3) troviamo
1− (ε2 + 6 ε)n2 < 0 (e4)
da (e4) finalmente deduciamo che∣∣∣∣∣
√
1 + 9n2
n
− 3
∣∣∣∣∣ < ε ⇐⇒ n > 1√ε2 + 6 ε
2
4. La condizione xn ≥ xn+1 equivale, ricordato che la successione in oggetto e` strettamente positiva,
a:
xn
xn+1
≥ 1 ⇐⇒
2n
n!
2n+1
(n+ 1)!
=
(n+ 1)!
2n!
=
n+ 1
2
≥ 1
5. Dividiamo per n2 numeratore e denominatore
2n2 + n+ 1
n2 + n+ 1
=
2 +
1
n
+
1
n2
1 +
1
n
+
1
n2
la tesi segue allora dal fatto che lim
n→∞
1
n
= lim
n→∞
1
n2
= 0
6. Per n > 1 abbiamo,
n2
n2 + n
=
n
n2 + n
+ · · · + n
n2 + n︸ ︷︷ ︸
n volte
<
n∑
i=1
n
n2 + i
<
n
n2 + 1
+ · · · + n
n2 + 1︸ ︷︷ ︸
n volte
=
n2
n2 + 1
,
la tesi segue allora dal teorema del confronto poiche´ le due successioni agli estremi tendono a 1.
7. Per n ≥ 2 abbiamo
2n
n!
=
2
1
· 2
2
· 2
3
· · · 2
n
≤ 2 · 1 · 1 · · · 1 · 2
n
=
4
n
→ 0.
8. E` fondamentale ricordare la formula per la somma dei primi n quadrati:
n∑
k=1
k2 =
1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)
L’esercizio proposto si riduce pertanto al calcolo del limite:
lim
n→∞
1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)
n3
= lim
n→∞
1
6
(
1 +
1
n
)
(2 +
1
n
)
1
=
2
6
=
1
3
9. Si ha √
n2 +
1
n
− n = n
2 + 1n − n2√
n2 + 1n + n
=
1
n
(√
n2 + 1n + n
)
e da qui si tira la conclusione in considerazione del fatto che l’espressione che compare a denomi-
natore n
(√
n2 + 1n + n
)
diverge positivamente.
10. La successione geometrica converge se, detta r la sua ragione si ha −1 < r ≤ 1. Cio` premesso
nell’esercizio in oggetto basta saper risolvere il sistema di disequazioni:{
−1 < x2 − 2x− 1
x2 − 2x− 1 ≤ 1
il cui insieme soluzione (precorso) e` appunto quello indicato nell’enunciato.
11. Si ha:
3n − 2n
3n + 2n
=
1−
(
2
3
)n
1 +
(
2
3
)n
3
12. Se n ≥ 2 vale: 1 ≤ log2 n ≤ n. Moltiplicando per n si trova n ≤ n log2 n ≤ n2 ed estraendo radice
n
√
n ≤ n√n log2 n ≤ n√n2. Pertanto abbiamo che
n
√
n ≤ n√n log2 n ≤ ( n√n)2
La tesi segue dal limite notevole, che qui si assume noto:
lim
n→∞
n
√
n = 1.
13. Si ha
lim
n→∞
(
n
√
2− 1
)n
= 0+∞ = 0
Esercizi proposti
1. Provare, applicando la definizione di limite che:
lim
n→∞
√
1 + 4n2
n
= 2
2. Provare che la successione:
xn =
2n
n
e` crescente.
3. Provare che la successione:
xn =
3n
n!
e` decrescente.
4. Provare che: lim
n→∞
2n2 − n+ 1
n2 − n+ 1 = 2
5. Calcolare lim
n→∞
−n2 − 3n+ 2n
−2 (3n+ 1)2 + 12n− 10−n
6. Calcolare lim
n→∞
(√
25n2 + n+ 1−√n
)
7. Provare che: lim
n→∞
(√
n2 − 1
n
− n
)
= 0
8. Provare che: lim
n→∞
√
n+1
n+2 −
√
n+2
n+1√
n+2
n+3 −
√
n+3
n+2
= 1
9. Provare che lim
n→∞
1
n2
n∑
k=1
k =
1
2
10. Provare che lim
n→∞
(
n
√
7− 1
)n
= 0
11. Provare che lim
n→∞
(−1)n
n+ 1
= 0
12. Provare che lim
n→∞
(
(−1)n + (−1)n+1) = 0
13. Provare che lim
n→∞n sin
2
n
= 2
4
14. Calcolare i limiti delle seguenti successioni:
an =
√
n2 + 2
2n+ 3
, bn =
√
n3 + 1 + n2 + 2n√
n4 + 2 + n
,
cn = 3
√
n+ 1− 3√n, dn =
[
n
3
]
n
.
Si rammenti che [x] denota la parte intera del reale x, cioe` il maggiore fra gli interi che non supera
x, ad esempio
[
5
2
]
= 2.
Risposta:
lim
n→∞ an =
1
2
, lim
n→∞ bn = 1, limn→∞ cn = 0, limn→∞ dn =
1
2
15. Provare che: lim
n→∞
(√
n+
√
n+ 1
) (√
n+ 2−√n+ 4) = −2
5
